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 دانش آموزان عزیز ماز 
 امیدواریم از آزمون امروزتون لذت برده باشین.  

نکرده به   یکه اگه خدا  میر یگی م  اد یفصل    نیا   ی. ما تومیهم ازش استفاده کن   مون یزندگ   یتو  یحت  میتونی که م   ه ییفصل که پُر از درسها  هیبا    میما اومد 
راه    نی حل، لزوماً بهتر راه    نیتر ابهام، سخت   ایمشکل    هیرفع    یکه برا  میو بدون   میرفع کن  روهامون اون  به آموخته   هی با تک  میبتون  میبرخورد کرد  یمشکل 

کارمون تداوم    یو تو  میبار تلاش کن  ت ینهای ب   دیبهش با   دن ی رس  یهم باشه برا  ت ینهای ب  یاگه هدفمون تو  یکه حت  میر یبگ   ادی  میتونی م  نیو همچن  ست ین
فصل مهم و    هی  ،یوستگ یحد و پ  ها، فصلبچه   خب .  باعث شکست بشه  تونه ی م   رمون یمس  یتو  یوستگ یو ناپ  ن چرا که جا زد   میداشته باش   یوستگ یو پ

 .کنهی تا فصل مشتق و کاربرد مشتق هم نفوذ م یکه شاخ و برگش حت یاساس
کنکور رو    یهاتا از سوال   3که حدوداً    میبگ  دیدر جوابتون با  داره!ًًتًیکنکورًچقدرًاهمًًیفصلًتوًًنیًکهًاًًنهیکهًذهنتونًروًمشغولًکردهًاًًیسوالًًًاحتمالاً

  ح، یبه قدرمطلق، جزء صح  طمربو  ی هانکته   دیفصل با  نیا   یعلاوه بر تسلط کامل رو  ن،یا یاز پس همه اونا بر ب  دیبتون  نکهیا   یو برا  دی فصل رزرو کن  نیا   یبرا
 .نی رو هم خوب بلد باش یو روابط مثلثات  یجبر  یاتحادها

 .دی داشته باش  یتر ژه ی هم نگاه و یوستگ یو پ ت ینهای حد در ب یهابه بخش  ،یراست 
ًهستند؟ًًیبخشًچهًمباحثًنیمطالعهًاًیازهاًینًشیپ

دهم،    5و    3،  2  یهافصل   یعن ی.  دی تابع و مثلثات تسلط داشته باش  ،یجبر   یمباحث اتحادها  یرو  دی با  د،یرو بخون   یوستگیفصل حد و پ  دی بتون  نکهی ا  یبرا
 .دوازدهم 2و  1 یهافصل   نیو همچن ازدهمی 5و  4، 3 یهافصل 

ً هاًکاربردًدارد؟هاًدرًکدامًقسمتًبخشًًنیا
بدون مطالعه قسمت   دی تونی(، بخش مشتق و کاربرد مشتق است. پس نمرستان یدب یهاکه کاربرد حد در آنجا وجود دارد )در محدوده کتاب  یبخش  تنها

 .دی برس یمشتق و کاربرد مشتق به تسلط کامل  یهافصل  یرو ،یوستگ یحد و پ
ًبوده؟ًًًیسوالتًازًچهًموضوعاتًنیقبلًچهًتعدادًسوالًطرحًشدهًاست؟ًاًیهابخشًدرًکنکورًسالًًنیاًاز

 

1403   
 نوبت دوم

1403 
 نوبت اول 

1402   
 نوبت دوم

1402   
 نوبت اول

 کنکور سراسری  1400 1401

 تعداد سوال  3 3 3 3 3 3

 
 نموداری حد 

 نهایت حد بی
 پیوستگی 

 

 
 حد نموداری 

 نهایت حد بی
 پیوستگی 

 

رفع ابهام صفر 
 صفرم 
 نهایت حد در بی

 پیوستگی 

 پیوستگی در نقطه
 پیوستگی در بازه

 نهایت حد بی

 
حد توابع شامل 

 جزء صحیح 
 نهایت حد در بی

رفع ابهام صفر 
 صفرم 
 

 
حد توابع شامل 

 جزء صحیح 
 نهایت حد در بی

 پیوستگی 
 

 مباحث مطرح شده 
 در سوال 

 
   تره. آرزومند آرزوهایتان... آزمون و مشخص شدن ایرادها از خود آزمون دادن مهم   تحلیلنظرم  حالا برین تحلیل آزمون رو شروع کنین که به 

وًمسئولًدرسًریاضیًآزمونًماز67ًًکنکور6ًًرتبۀًً-زادهًحسینًشفیعً  
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)اگر   -1 a ,a )− +2 1 یک همسایگی چپ نقطۀ باشد، کدام 2یک همسایگی نقطۀ  1 a  است؟ 

1  )( , )
3

1
2

 2  )( , )
1

1
2

 3  )( , )
1

0
2

 4  )( , )
3

2
2

 

 ( 1106ـ    مفهومی / محاسباتی ـ    متوسط )  2پاسخ: گزینه   

)باید عضو بازۀ   2توجه کنید که   a ,a )− +2 1  باشد، پس:   1

  
a a

a a

a a




−  
  =

+ 



 

3
2 1 2 3

1 12
2

1 2 1
 

)پس  , )
1

1
2

یک همسایگی چپ   a   .است 

 همسایگی تعریف  
xنامیم. به عبارت دیگر، اگر می x0را یک همسایگی   x0هر بازۀ باز شامل عدد حقیقی  (a,b)0 گاه بازه ن باشد، آ(a, b)  یک همسایگیx0 باشد. می 

 
 

 

 به عنوان مثال: 
)بازه , )2 )عضوی از بازه 3است یعنی عدد  3یک همسایگی عدد   6 , )2  دهیم.  است که آن را به صورت زیر نمایش می  6

 

 
 

 
تابع   -2   f (x) asinx cosx cosx= + xدر نقطۀ  −


=

2
 کدام است؟  aحد دارد. مقدار  

1  )1 2  )−1 3  )2 4  )−2 

 ( 1106ـ    مفهومی / محاسباتی ـ  متوسط  )  1پاسخ: گزینه   

 

   

   

x cos x cos x , cos x

x cos x cos x , cos x

−
+

+
−

  =




→ → = − −


−→ → = − =

0 0 1
2

0 1 0
2

 

 بنابراین: 

 

x

x

lim f (x)

lim f (x) a a

−

+


→


→

= − = −

= − + = −

2

2

0 1 1

0
 

 در نتیجه: 
x x

lim f (x) lim f (x) a a
− + 

→ →

= − = − = 

2 2

1 1 

 شرط وجود حد 
xو ا ز هر دو طرف به عدد   xبا توجه به شکل مقابل، اگر روی محور   =0 Lاز بالا و پایین به عدد   yروی محور    f(x)شویم که مقدار تابع  نزدیک شویم متوجه می   3 = 5 

 توان نوشت: شود که می نزدیک می 

x

x

x

lim f (x)

lim f (x)
lim f (x)

+

−

→

→

→

=




=
=



3

3
3

5

5
5

 

 
 

x
a bx0

y

x

f(x)

x =
→ 

3

L



= 5

x2  3
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xدر یک همسایگی محذوف نقطه   )xf(به عبارت دیگر، اگر تابع   x= xدر   f(x)ف شده باشد و حد چپ و حد راست تابع  یتعر  0 x= موجود و با هم برابر باشند،    0
xدر  f(x)توان گفت که تابع  گاه می ن آ x=  دارای حد است.  0

x x

x x
x x

lim f (x) L

lim f (x) L
lim f (x) L

−

+

→

→
→

=

=
=


0

0
0

 

xرو توی یه نقطه مثل    fخلاصه سرتون رو درد نیاریم، اگر بخواهیم حد تابع   a=    بررسی کنیم، میایم و حد چپ و حد راست تابعf    رو توی نقطهx a=   کنیم،  پیدا می
xدر نقطه   fحالا اگه حد چپ و راست تابع توی اون نقطه وجود داشته باشن و با هم برابر باشن، میگیم که تابع  a= از مواردی که توی جدول   یحد دارد«، اما اگر یک

xدر نقطه  fپایینی هست اتفاق بیفته، اونوقت میگیم که تابع   a=   .»حد ندارد 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 قضایای حد  
xدر   g(x)و   f(x)اگر توابع a=  حد داشته باشند به طوری که

x a
lim f (x) L
→

= و  1
x a
lim g(x) L
→

=  گاه: باشد، آن  2

( )
x a x a x a
lim f (x) g(x) lim f (x) lim g(x) L L
→ → →

 =  = 1 2 (1 

( )
x a x a x a
lim f (x).g(x) ( lim f (x)).( lim g(x)) L .L
→ → →

= = 1 2 (2 

x a

x a
x a

lim f (x)
Lf (x)

lim , L
g(x) lim g(x) L

→

→
→

= = 1
2

2
0 (3 

n n n

x a x a
lim f (x) ( lim f (x)) (L )
→ →

= = 1 (4 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

xدر همسایگی نقطه  fتابع  a=  .تعریف نشده باشد 
 
 
 

xدر  fتابع  a=  حد راست نداشته باشد و یا اینکه حد راست تابع درx a= .نامتناهی باشد 
 
 
 

xدر  fتابع  a=  حد چپ نداشته باشد و یا اینکه حد چپ تابع درx a=  .نامتناهی باشد 

 
 
 

xدر  fتابع  a=   هم حد چپ و هم حد راست داشته باشد اما این دو مقدار با هم برابر
 نباشند. 

 
 
 
 

xاز هر دو طرف در   fحاصل حد تابع  a=  .نامتناهی باشد 

 
 
 
 
 

 

x a=

x a=x a=

x a=x a=

y

xx a=

L1

L2

aaa

a
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حد داشته باشند و x=2در نقطۀ  gو  fاگر توابع   -3
x

f
lim( )( x)

g→
=

1
2 و 3

x
lim(f g)(x)
→

− =
2

2 ، مقدار 4
x
lim f(x)
→2

 کدام است؟  

1  )3 2  )4 3  )8 4  )12 

 ( 1106ـ    محاسباتی ـ  متوسط  )  4پاسخ: گزینه   

فرض کنید
x
lim f (x) L
→

= 1
2

و   
x
lim g(x) L
→

= 2
2

 ، در این صورت: 

 

x x x

x

x t
t

lim (f g)(x) lim f (x) lim g(x) L L

lim f (t)
Lf f

lim( )( x) lim( )(t) L L
g g lim g(t) L

→ → →

→

→ →
→

− = − = − =

= = = = =

1 2
2 2 2

2 1
1 2

1 2 2
2

2 2 2 4

2 3 3
 

L بنابراین:   L L L − = = =2 2 2 13 2 4 4 12 

 در نتیجه: 
x
lim f (x)
→

=
2

12 

 
fاگر   -4 (x) [ x ] m[x]= +2  چه عددی است؟  mدارای حد باشد، مقدار  x=2در   22

1  )−
1
6

 2  )
1
4

 3  )
2
3

 4  )−
1
3

 

 ( 1106ـ    ی محاسبات مفهومی /  ـ    متوسط )  4پاسخ: گزینه   

x

lim f (x) m m
+→

= +  = +
2

8 4 4 8 

x

lim f (x) m m
−→

= +  = +
2

7 1 7 

xدر   fکهشرط آن  = xداشته باشد آن است که حد چپ و حد راست تابع در    حد  2 =  پس:   ،برابر باشند  2

m m m == −+ + 4
3

8
1

7 

 

مقدار   -5
x

x x
lim

(x )→

− +

−

3

21

3 2

1
 کدام است؟   

1  )1 2  )2 3  )3 4  )4 

 ( 1106ـ    ی ـ محاسبات   آسان )  3پاسخ: گزینه   

x   توجه کنید که: x x (x ) (x )(x x ) (x ) (x )(x x )− + = − − − = − + + − − = − + −3 3 2 23 2 1 3 1 1 1 3 1 1 2 

 (x )(x )(x ) (x ) (x )= − − + = − +21 1 2 1 2 

 بنابراین:  
x x x

x x (x ) (x )
lim lim lim (x )

(x ) (x )→ → →

− + − +
= = + =

− −

3 2

2 21 1 1

3 2 1 2
32

1 1
 

   (تالیهوپ)  میانبر 

x)چون مخرج عامل  )−  دارد، برای رفع ابهام باید دو بار هوپیتال بگیریم:  21
HOP

x x x

HOPx x x x
lim lim lim

(x )(x )→ → →

− + −
= = =

−−

3 2

21 1 1
3

3 2 3 3 6
2 1 21
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 قاعده تقسیمحذف عامل ابهام به کمک اتحادها، فاکتورگیری، تجزیه و  

fدر یک تابع کسری به فرم  (x)
y

g(x)
fای بوده و چندجمله   g(x)و    f(x)، اگر  = (a) g(a)= هر دو بر    g(x)و    f(x)های  ای توان نتیجه گرفت که چندجمله باشد می   0=

x)عامل  a)− عامل هاای عواملی نظیر اتحادها )جبری و مثلثاتی(، فاکتورگیری، تجزیه و استفاده از قاعده تقسیم چندجمله توانیم به کمک  پذیرند، بنابراین می بخش ،
xها را با هم ساده کنیم و در نهایت حد تابع به دست آمده را به ازای ابهام را در صورت و مخرج کسر ظاهر شده و آن  a=  .محاسبه کنیم 

 
 
 
 
 
 

 (HOPرفع ابهام به کمک دستور هوپیتال )  
 هوپیتال چیه! بیایید ببینیم اصلاً داستان این 

xاگر بعد از جایگذاری نقطه  a= در
x a

f (x)
lim

g(x)→
، به حالت مبهم 

0
0

  fتوانیم از دستور هوپیتال برای رفع این ابهام استفاده کنیم به این صورت که اگر توابع  برسیم می 

xدر   gو   a=   پذیر باشند به جای محاسبه حد مشتق
x a

f (x)
lim

g(x)→
توانیم مقدار حد می   

x a

f (x)
lim

g (x)→




را به دست بیاوریم یعنی از صورت و مخرج کسر داده شده به    

xصورت جداگانه مشتق گرفته و عبارت جدیدی بسازیم و سپس از عبارت جدید در  a=  گیریم، به عبارت دیگر:  حد می 

HO

x a

P

a x

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x)→ →
⎯⎯⎯→


=



0
0

 

 

 توجه:   

اگر بعد از استفاده از دستور هوپیتال مجدداً به حالت مبهم  
0
0

 توانیم مجدداً از دستور هوپیتال استفاده کنیم. رسیدیم، می  

 

اگر   -6
x

x ax b
lim b

x→

+ +
=

−

2

22 4
a، مقدار 

b
 کدام است؟   

1  )−
4
9

 2  )−
1
9

 3  )−4 4  )−5 

 ( 1106ـ    ی )متوسط ـ محاسبات  4پاسخ: گزینه   

xحد مخرج کسر داده شده در  = تناهی خواهد  حد کسر نامحاصل  برابر صفر است، پس حد صورت آن هم در این نقطه باید صفر باشد، در غیر این صورت    2

 بود، پس:  

 
x
lim (x ax b) a b b a
→

+ + = + + = − − =2

2
0 4 2 0 2 4 

 بنابراین:  
x x x x

x ax b x ax a x a(x ) a a
lim lim lim ( ) lim

xx x x x→ → → →

+ + + − − − −
= = + = + = +

+− − − −

2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

2 4 4 2
1 1

2 44 4 4 4
 

a   بنابراین:  a a
b a a a b

b
+ = + = − − = − = −    = −= 5

9 20 4
1 1 2 4 5

4 4 4 9 9
 

  (تالی)هوپ انبریم  

 
HOP

x x

x ax b x a a
lim lim b

xx→ →

+ + + +
= = =

−

2

22 2

2 4
2 44

 

xاز طرفی، چون حد صورت کسر نیز باید به ازای  = a صفر شود، داریم:  2 b b a+ + = = − −4 2 0 4 2 

a a
a a a a a , b

b

+ −
= − − + = − − = − = = =  −  5

4 20 4
4 2 4 16 8 9 20

4 9 9
 

 اتحادهای جبری 

a b (a b)(a ab b )• + = + − +3 3 2 2 a b (a b)(a b)= −• − +2 2 

(a b) a a b ab b+ = + + +• 3 3 2 2 33 3 (a b) a ab b•  =  +2 2 22 

(a b) a a b ab b− = − + −• 3 3 2 2 33 3 a b (a b)(a ab b )• − = − + +3 3 2 2 

 

 fمشتق 

 gمشتق 
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 مگه میشه مخرج صفر باشه ولی حاصل حد حقیقی بشه! حتماً صورت صفر بوده!!  

  در حد توابع کسری به فرم
x a

f (x)
lim

g(x)→
x، اگر حد صورت کسر به ازای  a=  برابر صفر بوده ولی حاصل حد برابر عدد حقیقیb  گاه حد مخرج کسر نیز  باشد، آن  0

xباید به ازای  a=   .برابر صفر باشد 

x a x a x a

f (x)
lim b , lim f (x) lim g(x)

g(x)→ → →
= =  =0 0 0 

  در حد توابع کسری به فرم
x a

f (x)
lim

g(x)→
x، اگر حد مخرج کسر به ازای  a=  برابر صفر بوده ولی حاصل حد برابر عدد حقیقیb  گاه حد صورت کسر نیز باید  باشد، آن

xبه ازای  a=   .برابر صفر باشد 

x a x a x a

f (x)
lim b , lim g(x) lim f (x)

g(x)→ → →
=  = =0 0 

 

مقدار   -7
x

x x
lim

x x→

−

− −29

3

8 9
 کدام است؟  

1 )
1
20

 2 )−
1

10
 3 )−

1
20

 4 )
1

10
 

 ( 1106ـ    ی ـ محاسبات   آسان )  1پاسخ: گزینه   

 
x x x

x

x x x x x(x )
lim lim lim

(x )(x )x x x xx x x x

x
lim

x x x

→ → →

→

− − −
=  = 

+ −+ +− − − −

=  =  =
+ +

2

2 29 9 9

9

1
20

3 9 1 9 1
1 93 38 9 8 9

1 9 1
1 10 183

 

 (  تالی)هوپ انبریم  

 
HOP

x x

x x x
lim lim

xx x→ →

− −
−

= = =
−− −29 9

1
20

3 11 13 2 2
2 8 108 9

 

 حذف عامل ابهام به کمک گویا کردن کسرهای شامل عبارت رادیکالی  

رفع ابهام 
0
0

از حد توابع کسری به فرم   
x x

f (x)
lim

g(x)→
)و یا گاهی وقتا هر دو(، شامل عبارت رادیکالی باشند، در این صورت با توجه به فرجه     g(x)و یا  f(x)، اگر تابع  

کنیم، سپس به کمک همین اتحادها، عامل  رادیکال و با استفاده از اتحادهای مزدوج و یا چاق و لاغر، صورت و مخرج کسر را در عبارت رادیکالی مناسبی ضرب می 
xکنیم و در نهایت حاصل حد را در ها را با هم ساده می صفرکننده را در صورت و مخرج کسر ظاهر کرده و آن  a=  آوریم. به دست می 

 یادآوری:   

( a b)( a b) a b ( a b)( a ab b ) a b• + − = −  +• = 
3 32 23 3 3 

 

مقدار   -8
x

x x x
lim

x x→

+ −

−

3

4

4
2

 کدام است؟   

1  )
1
3

 2  )
4
3

 3  )−
1
3

 4  )−
2
3

 

 ( 1106ـ    ی ـ محاسبات سخت  )  4پاسخ: گزینه   

 
x x x x

x

x x x x( x x ) x x x x
lim lim lim lim ( )

x x x ( x ) x x x

x
lim

x

→ → → →

→

+ − + − + − + − −
= = = −

− − − − −

+ −
=

−

3 3 3 3

4 4 4 4

4

4 4 4 4 2 2

2 2 2 2 2

4 8
4

x

(x ) x

+ +
 = −− = −

+ ++ + + +23 3

2
3

2 2 2
1 1

4 4 44 2 4 4

 

 



 

7 

aاگر   -9 0  و
x

x a x b
lim

x→

− − −
= −

−

3 3

1

2 1
1 3

 کدام است؟    ab، مقدار 

1  )2 2  )3 3  )6 4  )8 

 ( 1106ـ    ی ـ محاسبات   سخت )  3پاسخ: گزینه   

xتوجه کنید که حد مخرج کسر داده شده در  نقطه نامتناهی نیست، بنابراین حد صورت کسر هم باید در این نقطه برابر    برابر صفر است و حد کسر در این  1=

 صفر باشد، پس:  

 
x
lim( x a x b) a b a b b a
→

− − − − = = − − = − = +3 3 3 3

1
2 0 1 2 1 2 1 

 نظر به صورت زیر است:    پس حد مورد

 
x x

x a x a x a ( x a )
lim lim

x x (x a) (x a)( x a ) ( x a ) ( a)→ →

− − − − − − − − −
=  =  = −

− − − + − − − + − − −

3 3

2 2 23 3 31 1 3

2 1 2 1 1 1 1 1
1 1 1 32 1 2 1 3 1

 

 بنابراین:  
a a

( a)
a a b

− = =
− = 

− = − = =






 

23 1 1 0
1 1

1 1 2 3

¡¡—

 

abدر نتیجه:  = 6 

 (  تالی)هوپ انبریم  

 
x

(x a) ( )( x a)

lim ( )

( a) ( a)

− −

→

− − − −

= − = −

− −

2 2
3 3

2 23 31

1 1
2 2 1 1 1 2 13 3

1 3 31 1
 

 
a

a
( a)




=− 
= − 

=
−


2
3

01
1

2
1

 

 

حاصل   -10
x x

x x
x

lim

→

− −

−  +1
2

16 4 2

16 3 4 2
 کدام است؟  

1  )1 2  )2 3  )3 4  )4 

 ( 1106ـ    ی ـ محاسبات   متوسط )  3پاسخ: گزینه   

xtاگر فرض کنیم =  آید:نظر به صورت زیر درمی  گاه حد مورد، آن4

 
x x

x x t t t
x

( ) t t (t )(t ) t
lim lim lim lim

(t )(t ) t( ) t t→ → →
→

− − − − + − +
= = = =

− − −−  + − +

2 2

2 21 2 2 2
2

3
4 4 2 2 1 2 1

1 2 14 3 4 2 3 2
 

 

حاصل   -11
x

sin x sin x
lim

cos x
→

+ −

−

2

2
6

2 1

4 3
 کدام است؟  

1 )
3
4

 2 )−
3
4

 3 )
4
3

 4 )−
4
3

 

 ( 1106ـ    ی محاسبات مفهومی /  ـ    متوسط )  2پاسخ: گزینه   

 نظر به صورت زیر است:    توجه کنید که حد مورد

 
x x

sin x sin x sin x sin x
lim lim

( sin x) sin x 
→ →

+ − + −
=

− − −

2 2

2 2

6 6

2 1 2 1

4 1 3 1 4
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tاگر فرض کنیم sin x=گاه ، آنt →
1
2

 آید:  نظر به صورت زیر در می  و حد مورد  

 

t t

( t )t t
lim lim

t→ →

−+ −
=

−

2

21 1
2 2

2 12 1

1 4

(t )

( t)

+

−

1

1 2
x

(t )
lim

t( t)
→

−
− +

= = = −
++ 1

2

3
4

3
1 2

2 1 21 2
   

 (  تالی)هوپ انبریم 

 
x x

( )( )
sin x sin x sin x cos x cos x

lim lim
cos x sin xcos x

( )( )
 

→ →

+
+ − +

= = =
−−

−

2

2

6 6

3 31 3 3
42 1 4 2 2 2

8 1 34 3 8
2 2

−

2

2 3
= −

3
4

 

   یمثلثات یاتحادها 
 البته حتی اگر مشتق هم بلدین خوندن این جدول از واجباته!اگر هوپیتال یا مشتق توابع مثلثاتی رو بلد نیستین، حتماً اتحادهای مثلثاتی رو خوب مسلط بشید!  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

yسهمی اگر نمودار   -12 f (x)=  شکل مقابل باشد، مقدار
x

f (x) f (x )
lim

x→

− +

−21

2

1
 کدام است؟  

1  )1 
2  )2 
3  )−1

  4  )−2 
 

 ( 1106ـ    ی / محاسبات   ی ـ مفهوم   متوسط )  4پاسخ: گزینه   

fبا توجه به نمودار داده شده   (x) (x )= −  پس:    22

x x

f (x) f (x ) (x ) x
lim lim

x x→ →

− + − −
=

− −

2 2

2 21 1

2 2

1 1
 

x x

x x x (x )
lim lim

(x )(x )x→ →

− + − − −
= =

+−
−=

−

2 2

21 1

4 4 4
2

1
1 11

 

 

 
 

 

 اتحادهای مثلثاتی 

sin x sin x cos x• =2 2 sin x cos x• + =2 2 1 

cos x cos x sin x−• = 2 22 
x

cos x sin• =− 21 2
2

 

cos x cos x sin x• = − = −2 22 2 1 1 2 
x

cos x cos• =+ 21 2
2

 

cos x
sin x

−
=• 2 1 2

2
 x x

sin x (sin cos )• + = + 21
2 2

 

tan x cot x cot x• − = −2 2 tan x
cos x

=• + 2
2

1
1 

tan x cot x
sin x

• + =
2
2

 cot x
sin x

=• + 2
2
1

1 

 

4

2

4

21

f (x )+2
f (x)



 

9 

فرض کنید   -13
 

   

mx x
f(x)

x x x x

+
=

+ + −2 2 4
، اگر 

x
lim f(x)
→

= +
2

 کدام است؟   m، مجموعۀ مقادیر ممکن 

1  )( , )
1

0
2

 2  )( , )−
1

0
2

 3  )( , )− −
1

1
2

 4  )( , )− −
2 1
3 3

 

 ( 1203ـ    ی / محاسبات   ی ـ مفهوم   سخت )  3پاسخ: گزینه   

 توجه کنید که: 
x x x

mx mx m
lim f (x) lim lim

(x )(x )x x+ + + +
→ → →

+ + +
= = = = +

− ++ −22 2 2

2 2 2 2
2 2 32 2 12 0

 

m بنابراین:   m+   −2 2 0 1 

 از طرف دیگر:  
x x x

mx mx m
lim f (x) lim lim

(x )(x )x x− − − −
→ → →

+ + +
= = = = +

− ++ −22 2 2

1 1 2 1
2 42 8 0

 

m بنابراین:   m+   −
1

2 1 0
2

 

)بازۀ  mدر نتیجه مجموعۀ مقادیر ممکن   , )− −
1

1
2

 است.    

 نکته طلایی 
xاگر حاصل حد یک تابع کسری در  m=  از هر دو طرف برابر+ یا−  شود، در این صورتx m=  ریشه مرتبه زوج مخرج کسر است 

 
 
 
 
 
 
 

axدر این حالت، اگر عبارت موجود در مخرج کسر، یک عبارت درجه دوم به فرم  حالت خاص: bx c+  باشد، در این صورت:  2+

  فرم کلی عبارت درجه دوم موجود در مخرج کسر به صورتax bx c a(x m)+ + = −2  است.   2
  .دلتای عبارت مخرج کسر برابر صفر است 
 x m= :ریشه مضاعف مخرج کسر است، پس ، 

b
: m

a

c
: m

a


− =


 =


2

2
 

 ریزین تو حدها!ها رو میچرا براکت  
ها را مشخص کنیم به این صورت که جزء صحیح را تعیین  توابع کسری، اگر تابع موردنظر شامل جزء صحیح و یا قدرمطلق باشد، قبل از هر چیز باید تکلیف آن در حد  

 پردازیم. کنیم و سپس به محاسبۀ حد موردنظر می مقدار و قدرمطلق را تعیین علامت می 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هامجموع ریشه

 هاریشه ضربحاصل

 
 
 
 

x m

f (x)
lim

g(x)→
= − 

x m

f (x)
lim

g(x)→
= + 

 

x m= x m=



 

10 

yنمودار تابع خطی    -14 x f ( x)= +3 رو است. مقدار شکل روبه 3
x

x f (x)
lim

x f (x)

−

→+

+

−

14
2 2

 کدام است؟  

1  )2 

2  )
3
7

 

3  )
3
4

 

4  )
7

12
 

 ( 1203ـ    ی ـ محاسبات متوسط  )  4پاسخ: گزینه   

y(x) x x f ( x) x

f ( x) x f (x) x

= − + + = − +

= − + = −



+

3 6 3 3 3 6

3 6 6 2 6 

x
f (x)− − +

=1 6
2 

x x x

x
x x

x f (x)
lim lim lim

x f (x) x ( x ) x

−

→+ →+ →

−
+

−


+
+

= = =
− − + −

1 7
12

6 7
4 34 2 2

2 2 2 2 2 6 6 12 

 

مقدار   -15
x

( x ) (x )
lim

(x ) ( x )→+

− − +

− + +

3 3

2 2
2 1 8 1

2 1 2 1
 کدام است؟   

1  )+ 2  )
4
3

 3  )−5 4  )−6 

 ( 2031ـ    ی محاسبات   ـ    آسان )  4پاسخ: گزینه   

) توجه کنید که:  x ) (x ) x− − + =3 3 32 1 8 1 8 x x x− + − −2 312 6 1 8 x x x x− − − = − − −2 224 24 8 36 18 9 

 (x ) ( x ) x x x x x− + + = − + + + + = +2 2 2 2 22 1 2 1 2 4 2 4 4 1 6 3 

 است:    مقابل  نظر به صورت بنابراین حد مورد
x x

x x x
lim lim

x x→+ →+

− − − −
= =

+
−

2 2

2 2
6

36 18 9 36

6 3 6
 

 تیز باش!  

 را حساب کنیم.   x2صورت صفر خواهد شد، بنابراین کافی است تنها ضریب x3از همان ابتدا مشخص است که ضریب 

 نهایتم نهایت بیرفع ابهام بی 

در حدهای به فرم 
x

f (x)
lim

g(x)→
نهایت باشد، به حالت مبهم  ، اگر حاصل حد صورت و مخرج کسر برابر بی 




کنیم که باید از آن رفع ابهام کنیم، یکی از  برخورد می   

هایی که برای رفع ابهام  روش 



ارزی پرتوان در صورت و مخرج کسر است که در این حالت با توجه به درجۀ عبارت صورت و مخرج کسر، با کاربرد دارد، استفاده از هم  

                                                                                               شویم، به عبارت دیگر: سه حالت مواجه می 
n n n

m m mx x

ax bx ... ax
lim lim

a x b x ... a x

−

−→ →

+ +

  + +

1

1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 نمونه  جواب حد  شرط 

n اگر درجه صورت کسر از درجه مخرج کسر، بیشتر باشد.  m ( )+یا( )− 
x x

x x
lim lim

x x→+ →+

+
= +

3 3

2 2
2 1 2 

n باشد. اگر درجه صورت کسر با درجه مخرج کسر، برابر  m= 
a

a
 

x x

x x x
lim lim

x x→− →−

− −
= −

−

2 2

2 2
3 3 3

22 1 2
 

n اگر درجه صورت کسر از درجه مخرج کسر، کمتر باشد.  m  صفر 
x x

x x
lim lim

x x x→+ →+

−
=

−

2 2

3 3
1

0
2 3 2

 

 

6

2
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xفرض کنید   -16
f(x)

x

−
=

+

4 1
2 3

، مقدار  
x

lim f(x)
→+

 کدام است؟  

 ( صفر 4 2(  3 1−(  2 1(  1

 ( 2031ـ    ی محاسبات مفهومی /    ـ    آسان )  1پاسخ: گزینه   

 توجه کنید که: 
x x x

x x
lim f (x) lim lim

x x→+ →+ →+

−
= = =

+

4 1 4
2

2 3 2
 

x از طرف دیگر:   x x
f (x)

x x x x x

− + − +
= = = − = −

+ + + + +

4 1 4 6 7 4 6 7 7
2

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
 

گاه، آن x→+پس اگر 
x

−− →
−

7
0

2 3
 ، بنابراین:   f (x) f (x)− → =2 1 

   در نتیجه:  
x

lim f (x)
→+

=1 

 تیز باش!  

axبا توجه به این که مشتق تابع هموگرافیک به فرم  b
f (x)

cx d

+
=

+
ad)شود می   bc)

f (x)
(cx d)

−
 =

+ 2
اینجا     )و با توجه به این که در  ) ( )( )− − 4 3 1 2 ، پس تابع  0

 صعودی بوده و نمودار تابع به شکل زیر است، پس:  

 
x

lim f (x)
→+

=1 

 
 
 

 

فرض کنید   -17
ax x x

f (x)
x x

+ −
=

− −

2

2 2

2

2 1
، اگر 

x
lim f(x)
→−

، مقدار 3=
x
lim f(x)
→+

 کدام است؟  

1  )−1 2  )2 3  )−3 4  )5 

 ( 2031ـ    ی محاسبات   ـ    متوسط )  4پاسخ: گزینه   

 توجه کنید که: 
x x x

ax x( x ) (a )x
lim f (x) lim lim a

x (x ) x→− →− →−

+ − + −
= = = −

− −

2 2

2 2 2
2 1

1
2 1

 

a بنابراین:   a− = =1 3 4 

 در نتیجه: 
x x x

ax x(x ) (a )x
lim f (x) lim lim a

x (x ) x→+ →+ →+

+ − +
= = = + =

− −

2 2

2 2 2
2 1

1
2 1

5 

 

تابع   -18

sin x x

f (x) x

cos x x

 

 

= =


 


2
6

2
6

2 2
6

xدر  


=
6

 از نظر پیوستگی چگونه است؟  

 ( فقط پیوستگی چپ دارد. 2 ( پیوسته است. 1
 .( نه پیوستگی راست دارد و نه چپ4 ( فقط پیوستگی راست دارد. 3
 
 
 
 
 
 
 
 

y

x
−
3
2

2
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 ( 1061ـ    ی محاسبات مفهومی /    ـ    آسان )  4پاسخ: گزینه   

fتوجه کنید که:  ( )


= 2
6

 

 
x x

x x

lim f (x) lim sin x sin f ( )

lim f (x) lim cos x cos f ( )

+ +

− −

 
→ →

 
→ →

 
= = =  = 

 
= = =  = 

6 6

6 6

1
2 2 2 1

6 2 6

1
2 2 2 2 1

3 2 6

 

xدر  fبنابراین تابع  


=
6

 . نه پیوستگی راست دارد و نه چپ  

 پیوستگی یک طرفه 
 پیوستگی راست الف( 
xدر  fتابع  a=  از راست پیوسته است، هرگاه حد راست تابع در نقطهx a=   .با مقدار تابع در آن نقطه برابر باشد 

 

x a

lim f (x) f (a)
+→

= 

 پیوستگی چپ ب( 
xدر  fتابع  a=  از چپ پیوسته است، هرگاه حد چپ تابع در نقطهx a=  باشد.   ربا مقدار تابع در آن نقطه براب 

 

x a

lim f (x) f (a)
−→

= 

 
xدر همسایگی   fبنابراین اگر تابع  a=   و هم از چپ پیوسته باشد، در این صورت تابع  راستهم ازf  درx a=   .پیوسته است 

 

تابع   -19
 

x x

f (x)
b a x x

x

 + 


=    + −    

22 4 2

4 2
 کدام است؟  baپیوسته است. مقدار  x=2در  

1  )6 2)  −6 3  )9 4  )−9 

 ( 1106ـ    ی محاسبات مفهومی /    ـ    متوسط )  4پاسخ: گزینه   

 توجه کنید که: 
x x

lim f (x) lim ( x )
− −→ →

= + =2

2 2
2 4 12 

 
 

 

x x

lim f (x) lim (b a x ) b a
x

f ( ) b a b a

+ +→ →

 
= + − = − 

 

 
= + − = − 

 

2 2

4
3

4
2 2 2 2

2

 

b بنابراین:  a b a b a− = − = −2 2 3 

 b a a a a b− = − − = = − = 3 12 3 12 3 3 
abدر نتیجه:  = −9. 

 پیوستگی در نقطه 
xدر نقطه  fتابع  a=   :پیوسته است، هرگاه دو شرط زیر  را داشته باشد 

xدر نقطه  fتابع  (1 a=  :حد داشته باشد 

x a x a

lim f (x) lim f (x) b
− +→ →

= = 

xدر نقطه  fمقدار تابع  (2 a=   .موجود و برابر حد تابع باشد 

x a
f (a) lim f (x) b (a )

→
= =  

 

y

x
a

y

xa

y

x

y f (x)=

a

b
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xدر نقطه  fبه بیان دیگر برای این که تابع  a=   :پیوسته باشد، باید 

: lim f (x) lim f (x) f (a)
x a x a




= = + −→ →

 

 

xتابع   -20 ax
f(x)

x x a

+ +
=

+ −

2

2
4

3
 تواند باشد؟ می حعدد صحیچند  aپیوسته است.  روی 

1  )1 2  )2 3  )3 4  )4 

 ( 1061ـ    ی محاسبات مفهومی /    ـ    متوسط )  2پاسخ: گزینه   

گاه صفر شود،  نباید هیچ  f(x)نامنفی باشد و عبارت مخرج  ، پس عبارت زیر رادیکال باید روی ودپیوسته ش  باشد تا روی   باید  fتوجه کنید که دامنۀ تابع  

 بنابراین:  

 
x ax a a

x x a a a

+ +    −  −  

−

 

+ −    +   

2 2

2

4 0 0 16 0 4 4

9
3 0 0 9 4 0

4

 

−aبنابراین    −
9

4
4

 باشد. 3−یا4−تواند اعداد  می  aو    

 

 به زبان ریاضی

 ( : به زبان فارسی)حد راست در()حد چپ در()مقدار تابع در


